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Cw. 5. Wyznaczanie wspétczynnika sprezystosci przy pomocy
wahadta sprezynowego

Wprowadzenie

Ruch drgajacy nalezy do najbardziej rozpowszechnionych ruchow w przyrodzie. Szczegdlnym
przypadkiem ruchu drgajacego jest ruch harmoniczny, ktory odbywa si¢ pod wptywem sity F liniowo
zaleznej od wychylenia X wokot pewnego punktu potozenia F=-kx, gdzie k jest wspotczynnikiem
proporcjonalno$ci. Sita ta ma t¢ wlasno$¢, ze zmienia swoj kierunek na przeciwny przy zmianie znaku
warto$ci wychylenia. Przykladem takiej sily jest sila sprezysto$ci pochodzaca od sprgzyny, jak
pokazano na rysunku 1. W przedstawionym przyktadzie wspotczynnik k jest wspotczynnikiem
sprezystosci sprezyny.

X X
Rys. 1. Wahadto sprezynowe poziome.

e

Ruch kulki o masie m, zgodnie z Il prawem Newtona jest opisany rOwnaniem:
ma =F, +F, 1)



gdzie & jest przyspieszeniem, a F, wektorem sity dziatajacej na mase m pochodzacym od sprezyny.

Fy jest suma sit pochodzacych z innych zrodet niz sprezyna. W naszym przypadku, przedstawionym
na rys. 1, ruch odbywa si¢ wzdtuz linii prostej, ktérg mozemy oznaczy¢ jako o$ X, z poczatkiem w
potozeniu rownowagi masy (od $cianki w odleglosci rownej dtugosci swobodnej sprezyny Xm). Gdy
pominiemy tarcie, jedyng silag dzialajaca wzdhuz osi X jest sita pochodzaca od sprezyny. Sily
dziatajgce na mas¢ m w innych kierunkach niz w kierunku osi X rownowazg si¢ w naszym uktadzie.
Wobec tego sita moze by¢ przedstawiona jako IfS = —kXx(t), a rownanie przyjmuje postac:

d?x(t)
m = —kx(t). 2
pre (t) )
Po prostych przeksztatceniach i podstawieniu
o® = K : (3)
m

gdzie @ jest czestoscig wihasng ukladu, otrzymujemy nastepujgce rownanie opisujgce drgania
harmoniczne nie thumione:
d’x()
——>+oX(t)=0. 4)

Jest to réwnanie rézniczkowe jednorodne drugiego stopnia. Rozwigzaniem tego rownania jest
zalezno$¢ funkcyjna potozenia x masy od czasu w postaci:

X(t) = X, Sin( ot +¢) (5)
o okresie T =27/w

Poniewaz @ =,/k/m , mozemy otrzyma¢ wyrazenie na okres wahadla sprezynowego:

T- zﬂ@. (6)

Realizacja w praktyce poziomego wahadta sprezynowego, ktore wykonuje drgania niethumione
jest praktycznie nierealne ze wzglgdu na istnienie sit tarcia o podtoze. Gdy mas¢ m zawiesimy na
sprezynie wowczas otrzymamy wahadlo pionowe, co pozwala na wyeliminowanie sit tarcia, ale

pojawi sie stata sita (ciezkosci Q) dzialajaca na ciato podczas ruchu. Réwnanie ruchu dla takiego
uktadu przyjmuje postac:

ma=F,+Q. (7
Poniewaz ruch odbywa si¢ wzdluz linii prostej mozemy napisac:
2
m d d)t(gt) =—kx(t)+mg. (8)
Po prostych przeksztalceniach oraz po podstawieniu:
k
== 9
: ©
otrzymamy réwnanie:
2
d£9xufﬂo=g. (10)
Rozwigzaniem takiego rOwnania jest nastepujaca funkcja:
X(t) = X, Sin( @k + @) + %, (11)

gdzie X, jest stata, ktora wyznaczamy z warunku réwnowagi sprezyny, gdy obiekt m spoczywa. W
takiej sytuacji amplituda drgan X, jest zero i X(t) = X;, gdzie x1 jest wydtuzeniem sprezyny w stanie

rownowagi. Woweczas sila cigzkosci jest zrOwnowazona przez site sprezystosci sprezyny, co oznacza,
ze:

kx =mg (12)



skad
x, =9 (13)
K
Wyrazenie powyzsze pozwala rowniez na doswiadczalne wyznaczenie statej K, jesli znamy
mase obiektu zawieszonego na sprezynie 1 wydluzenie, ktére ten obiekt spowodowat. Ostatecznie,
mozemy stwierdzié¢, ze czesto$¢ drgan wahadla sprezynowego pionowego bedzie taka sama jak dla
wahadta poziomego, tylko punkt rownowagi tego ruchu jest przesunigty.

Rys. 2. Wahadlo sprezynowe pionowe.

W przypadku gdy sprezyna posiada masg, to wolno ja poming¢ w sytuacji znacznie mniejszej
masy sprezyny w stosunku do masy zawieszonego ciezarka. W innych przypadkach nalezy masg
sprezyny uwzgledni¢. Dowolny fragment sprezyny o dlugosci Al ma masg:

Am = ?—I m,, (14)

0
gdzie ms jest masg catej sprezyny, lo jest dlugoscia swobodng sprezyny. Jesli wychylenie koncowego
elementu sprezyny jest rowne X (tyle samo co cig¢zarka zawieszonego), to wychylenie elementu
sprezyny w odlegtosci | od punktu zaczepienia jest rowne (I/lo)x. Natomiast predkosé tego elementu
jest rowna (I/lp)dx/dt. Stad energia kinetyczna fragmentu spr¢zyny jest rowna:

2 2
AE, . = tam2 = ALy [LOX =ﬂs(%j 12Al . (15)
T2 21, l, dt 25 \ dt
Calkowita energia kinetyczna sprezyny jest wobec tego roéwna:
m dxz"’2 m, dx213 1 dx )’
Eeo=o3| o | [VPdl=25| = | SP=-m|— 1. (16)
So2\dt) g 2l;\dt) 3 6 dt
A energia kinetyczna uktadu (sprezyna 1 cigzarek) bedzie wowczas rowna:
2 2 2
Ekszim X +£mS X :l m+1mS X . a7
T2 dt 6 dt 2 3 dt

Energia kinetyczna tego uktadu jest rtownowazna energii uktadu ze spr¢zynag niewazka, dla
ktorego masa ciezarka zostala powiekszona o 1/3 masy sprezyny. Stad mozemy napisac, ze okres
drgan takiego uktadu jest réwny:



(18)

Metoda pomiaru

Matodal.

Na sprezynie zawieszamy pret do mocowania obcigznikéw. Nastepnie zwickszamy obcigzenie
sprezyny i1 mierzymy wydtuzenie sprezyny pod wplywem danego obcigzenia. Wspotczynnik
sprezystosci jest rOwny stosunkowi ciezaru zawieszonego na sprezynie do wartosci wydluzenia
spowodowanego tym obciazeniem, tzn. K =mg/X,.

Metoda 2

Woprawiajac obcigzong sprezyne w drgania, mierzymy okres drgan, a Wspolczynnik
sprezystosci K wyznaczamy z wzoru na okres drgan

Zmierer;mS

T =27 (19)

k
gdzie Zmi jest sumg mas obcigznikow uwzglednionych w danym przypadku. Okres drgan

wyznaczamy mierzac czas wielu petnych drgan, zeby dokladnos¢ jego pomiaru byta duza.

Wykonanie éwiczenia

Metoda 1

1. Wazymy na wadze szalkowej elementy naszego uktadu drgajacego, wyznaczajac masy:
sprezyny Mg, preta do mocowania obcigznikOw mp, oraz obcigzniki mi.

2. Zawieszamy na sprezynie pret do mocowania odwaznikow.

3. Nastepnie kolejno dodajemy obcigzniki (Mg, Mz, M3, ...) i mierzymy wydtuzenie sprezyny pod
wplywem catkowitego ci¢zaru zawieszonego na sprezynie. Otrzymane warto$ci wpisujemy

do tabeli:
Ciezarek Potozenie wskaznika o Wspotczynnik
— Wydtuzenie . , .
Numer Masa m Ciezar Bez z x=1—1 sprezystosci ks
sprezyny kel Q=mg | obcigzenia | obcigzenie (m] 0 k="9/, [N/m]
& [N] lo [m] m | [m] [N/m]

. , . ;s m
Do obliczen przyja¢ wartos¢ g = 9,80665 =



Wszystkie pomiary powinny by¢ zapisywane bez obrobki i przed zapisaniem odczytanej
wartos$ci nie nalezy przeprowadza¢ w pami¢ci zadnych, nawet trywialnych obliczen.
4. Wartos¢ statej sprezystosci k obliczamy dla kazdego pomiaru ze wzoru:

k="9 (20)
X

a nastgpnie obliczamy warto$¢ §rednig z tych pomiarow.

Metoda 2

1. Wykonujemy czynno$ci opisane w punktach 1 i 2 metody 1.

2. Wyznaczamy okres drgan (T) dla poszczegdlnych zestawow obcigznikow mierzac czas t duzej
liczby n (min. 30) pelnych drgan uktadu. Okres drgan T = t/n. Wyniki pomiaréw wpisujemy

do tabeli
Wspét ik
’ Okresdrgan T = spotcaynil
Masa m Czasn=.... drgan t ti te, / sprezystosci
gl [s] s o k=4m? 5
[N/m]

3. Dla poszczegolnych obciazen przeksztalcajac wyznaczamy wspodtczynnik sprezystosci ze
WzO0ru:
m
k =4zr° =% (21)
gdzie

1
i
gdzie mp jest masa preta, Ms masa sprezyny, a > m; jest suma mas obciaznikow uwzgledniona w
i

danym przypadku.

Niepewno$¢ pomiaru wspotczynnika sprezysto$ci sprezyny szacujemy wybrana metoda
zastosowang odpowiednio do wzorow (20 ) i (21). We wzorze (21) za Am przyjmujemy sume
niepewnos$ci wyznaczania poszczegolnych mas, czyli
Am =Amp, + 1/3Ams +A > m;

I

Zagadnienia do kolokwium:

1. Wahadto sprezynowe, punktowe, fizyczne.
2. Drgania harmoniczne nietlumione, ttumione i wymuszone.
3. Energia w ruchu harmonicznym.




Literatura:

1.

2.

ok,

D. Halliday, R. Resnick, J. Walker, Podstawy fizyki, Wydawnictwo Naukowe PWN,
Warszawa 2003. Tom 2.

A. K. Wroblewski, J. A. Zakrzewski, Wstep do fizyki, Wydawnictwo Naukowe PWN,
Warszawa 1991.

C. Kittel, W.D. Knight, M.A. Ruderman, Mechanika, PWN, Warszawa 1975.

J. Taylor, Wstep do analizy bledu pomiarowego, Wydawnictwo Naukowe PWN, 1999.
G.L.Squires, Praktyczna Fizyka, Wydawnictwo Naukowe PWN, Warszawa 1992.

H. Szydtowski, Pracownia fizyczna wspomagana komputerem, Wydawnictwo Naukowe
PWN, Warszawa 2003.



